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�S�R�Z�H�U���D�W���W�K�H���U�H�F�H�L�Y�H�U�����7�K�H���V�H�S�D�U�D�W�L�R�Q���E�U�H�D�N�S�R�L�Q�W���E�H�W�Z�H�H�Q��
�W�K�H�V�H�� �W�Z�R�� �I�L�H�O�G�V�� �L�V�� �V�W�L�O�O�� �K�D�U�G�� �W�R�� �E�H�� �R�E�W�D�L�Q�H�G�� �L�Q�� �D�� �G�L�U�H�F�W��
�P�D�Q�Q�H�U���G�X�H���W�R���W�K�H���G�L�I�I�H�U�H�Q�W���H�Q�Y�L�U�R�Q�P�H�Q�W���V�K�D�S�H�V����

�������� �7�K�H�R�U�H�W�L�F�D�O�� �D�S�S�U�R�D�F�K�� �I�R�U�� �'�H�W�H�U�P�L�Q�L�Q�J�� �W�K�H��
�Q�X�P�E�H�U���R�I���P�R�G�H�V����

�%�\���V�R�O�Y�L�Q�J���W�K�H���0�D�[�Z�H�O�O�¶�V���H�T�X�D�W�L�R�Q�V�����W�K�H���I�L�H�O�G���G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q��
�R�I���H�D�F�K���P�R�G�H���F�D�Q���E�H���G�H�U�L�Y�H�G���L�Q���W�K�H���I�R�U�P���R�I���H�L�J�H�Q�I�X�Q�F�W�L�R�Q�V��
�D�V���I�R�O�O�R�Z�V���>���@�����>���@����
��

���:�K�H�U�H������𝜑௬ = ቊ
0,      𝑖𝑓 𝑛 𝑖𝑠 𝑜𝑑𝑑

        గ

ଶ
,     𝑖𝑓 𝑛 𝑖𝑠 𝑒𝑣𝑒𝑛

                                 ��

��

�������D�Q�G      𝜑௫ = ቊ
0,      𝑖𝑓 𝑚 𝑖𝑠 𝑒𝑣𝑒𝑛
గ

ଶ
,     𝑖𝑓 𝑚 𝑖𝑠 𝑜𝑑𝑑

��

��
���������Z�K�H�U�H���$�U�E�L�W�U�D�U�\���H�O�H�F�W�U�R�P�D�J�Q�H�W�L�F���I�L�H�O�G���L�Q�V�L�G�H���R�I���V�X�F�K���D��
�Z�D�Y�H�J�X�L�G�H���F�D�Q���E�H���H�[�S�D�Q�G�H�G�� �L�Q�� �W�H�U�P�V�� �R�I�� �W�K�H���H�L�J�H�Q�P�R�G�H�V��
�>���@�����>�����@����
��
������������������������������E୶,୷, = ∑ α୬e୬(x, y)eି୨୩

୬ ��������������������������������������������������������������
��
�����������:�K�H�U�H��𝑒(𝑥, 𝑦)�� �L�V�� �W�K�H�� �Q�R�U�P�D�O�L�]�H�G�� �P�R�G�D�O�� �I�X�Q�F�W�L�R�Q�� �R�I��
�W�K�H���H�O�H�F�W�U�L�F���I�L�H�O�G�V���Z�K�L�F�K���D�U�H���U�H�S�U�H�V�H�Q�W�H�G���L�Q�������������D�Q�G����𝛼���L�V��
�W�K�H�� �P�R�G�H�� �D�P�S�O�L�W�X�G�H�V���� �,�W�¶�V�� �L�P�S�R�U�W�D�Q�W�� �W�R�� �H�V�W�L�P�D�W�H�� �W�K�H��
�Q�X�P�E�H�U�� �R�I�� �P�R�G�H�V�� �L�Q�� �D�Q�\�� �Z�D�Y�H�J�X�L�G�H�� �H�Q�Y�L�U�R�Q�P�H�Q�W����
�R�E�Y�L�R�X�V�O�\�� �I�R�U�� �X�Q�G�H�U�J�U�R�X�Q�G�� �P�L�Q�H�V�� �L�W�
�V�� �T�X�L�W�H�� �F�R�P�S�O�L�F�D�W�H�G��
�H�V�S�H�F�L�D�O�O�\�� �Z�K�H�Q�� �K�L�J�K�� �R�U�G�H�U�� �P�R�G�H�V�� �V�W�D�U�W�� �O�R�V�L�Q�J�� �W�K�H�L�U��
�R�U�W�K�R�J�R�Q�D�O�L�W�\�����:�H���F�D�Q���F�R�Q�V�L�G�H�U���F�D�O�F�X�O�D�W�L�Q�J���W�K�H���D�P�S�O�L�W�X�G�H�V��
�R�I���W�K�H���I�L�U�V�W���P�R�G�H�V���E�\���N�Q�R�Z�L�Q�J���W�K�H���(���D�Q�G���+���I�L�H�O�G�V���L�Q���H�D�F�K��
�F�U�R�V�V���V�H�F�W�L�R�Q���R�I���W�K�H���W�X�Q�Q�H�O�����)�X�U�W�K�H�U�P�R�U�H�����W�K�H���R�Q�O�\���P�R�G�H�V��
�D�Y�D�L�O�D�E�O�H�� �L�Q�� �W�K�H�� �Z�D�Y�H�J�X�L�G�H�� �D�U�H�� �W�K�R�V�H�� �Z�K�R�� �F�D�Q�� �K�D�Y�H�� �W�K�H��
�V�D�P�H�� �V�K�D�S�H�V�� �L�Q�� �W�K�H�� �H�[�L�V�W�L�Q�J�� �I�L�H�O�G�V�� �>���@���� �W�K�H�� �O�D�W�W�H�U�� �F�D�Q�� �E�H��
�R�E�W�D�L�Q�H�G���E�\���U�D�\���W�U�D�F�L�Q�J���P�R�G�H�O���Z�K�H�U�H���W�K�H���P�R�G�H���D�P�S�O�L�W�X�G�H�V��
�F�D�Q�� �E�H�� �R�E�W�D�L�Q�H�G�� �E�\�� �F�R�U�U�H�O�D�W�L�Q�J�� �W�K�H�� �(�� �I�L�H�O�G�� �W�R�� �W�K�H�� �P�R�G�H��
�I�X�Q�F�W�L�R�Q�V���D�W���D���F�H�U�W�D�L�Q���F�U�R�V�V���V�H�F�W�L�R�Q�D�O���D�U�H�D��𝑍ோ ���D�V���I�R�O�O�R�Z�V����
��
��������������������������������α =  ∬ 𝐄(x, y, zୖ)

ୗ
𝐞𝐢(x, y) dx dy ������������������������������������������

��
�������������,�Q�� �R�U�G�H�U�� �W�R�� �R�E�W�D�L�Q�� �W�K�H�� �S�U�R�S�H�U�� �Q�X�P�E�H�U�� �R�I�� �S�U�R�S�D�J�D�W�L�Q�J��
�F�K�D�Q�Q�H�O�V���� �Z�H�� �D�V�V�X�P�H�� �F�D�O�F�X�O�D�W�L�Q�J�� �R�Q�O�\�� �W�K�H�� �P�R�G�H�V�� �Z�K�L�F�K��
�F�R�Q�W�U�L�E�X�W�H�V���W�R���D�W���O�H�D�V�W�������������R�I���W�K�H���W�R�W�D�O���U�H�F�H�L�Y�H�G���S�R�Z�H�U�����L�Q��
�W�K�L�V���Z�D�\���Z�H���Z�L�O�O���D�Y�R�L�G���W�D�N�L�Q�J���W�K�H���H�Y�D�Q�H�V�F�H�Q�W���P�R�G�H�V���D�V���D��
�U�H�D�O�� �S�U�R�S�D�J�D�W�L�Q�J�� �F�K�D�Q�Q�H�O���� �)�R�U�� �L�Q�V�W�D�Q�F�H���� �G�H�W�H�U�P�L�Q�L�Q�J�� �W�K�H��
�Q�X�P�E�H�U�� �R�I���P�R�G�H�V���L�Q���D�Q���L�G�H�D�O�� �U�H�F�W�D�Q�J�X�O�D�U���Z�D�Y�H�J�X�L�G�H���F�D�Q��
�E�H���P�X�F�K���V�L�P�S�O�H�U�����Z�K�H�U�H���W�K�H���P�D�[�L�P�X�P���Q�X�P�E�H�U���R�I���P�R�G�H�V��
�H�[�L�V�W�H�G�� �L�Q�� �D�� �F�H�U�W�D�L�Q�� �F�U�R�V�V���V�H�F�W�L�R�Q�� �F�D�Q�� �E�H�� �F�D�O�F�X�O�D�W�H�G�� �E�\��
�N�Q�R�Z�L�Q�J�� �W�K�H�� �F�U�R�V�V���V�H�F�W�L�R�Q�D�O�� �D�U�H�D�� �D�Q�G�� �W�K�H�� �I�U�H�T�X�H�Q�F�\�� �D�V��
�I�R�O�O�R�Z�V����

����������������������������������������������������������𝑁 ≈
ଶగೝ

ఒమ ����������������������������������������������������������������������������������������
��
�����������:�K�H�U�H��𝐴 ���L�V���W�K�H���D�U�H�D���R�I���W�K�H���U�H�F�W�D�Q�J�X�O�D�U���F�U�R�V�V���V�H�F�W�L�R�Q����
�&�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�L�Q�J�O�\���� �R�Q�O�\�� �W�K�H�� �Q�X�P�E�H�U�� �R�I�� �R�U�W�K�R�J�R�Q�D�O�� �P�R�G�H�V��
�F�D�Q���G�H�W�H�U�P�L�Q�H���W�K�H���G�H�J�U�H�H�V�� �R�I�� �I�U�H�H�G�R�P�� �R�I���W�K�H���V�\�V�W�H�P���>���@����
�$�F�F�R�U�G�L�Q�J�� �W�R�� ���������� �Z�H�� �F�D�Q�� �V�H�W�� �W�K�H�� �P�D�[�L�P�X�P�� �G�H�J�U�H�H�V�� �R�I��
�I�U�H�H�G�R�P�� �R�I�� �D�� �F�H�U�W�D�L�Q�� �H�Q�Y�L�U�R�Q�P�H�Q�W�� �E�\�� �F�R�Q�V�L�G�H�U�L�Q�J�� �W�D�N�L�Q�J��
�W�K�H�� �P�L�Q�L�P�X�P�� �Q�X�P�E�H�U�� �R�I�� �R�U�W�K�R�J�R�Q�D�O�� �P�R�G�H�V�� �Z�L�W�K�L�Q�� �W�K�H��
�G�H�V�L�U�H�G�� �D�U�H�D�� �R�I�� �L�Q�W�H�U�H�V�W�� �Z�K�H�U�H�� �W�K�H�� �L�P�S�O�D�Q�W�D�W�L�R�Q�� �R�I�� �W�K�H��
�Z�L�U�H�O�H�V�V���V�\�V�W�H�P���Z�L�O�O���W�D�N�H���S�O�D�F�H������

���������6�\�V�W�H�P���P�R�G�H�O���D�Q�G���W�K�H�R�U�H�W�L�F�D�O���Y�D�O�L�G�D�W�L�R�Q��

�:�L�U�H�O�H�V�V���,�Q�6�L�W�H�¶�V���U�D�\�� �W�U�D�F�L�Q�J���F�D�S�D�E�L�O�L�W�\�� �K�D�V���E�H�H�Q���X�V�H�G���W�R��
�V�H�W���X�S���D���V�P�D�O�O���X�Q�G�H�U�J�U�R�X�Q�G���R�O�G���J�R�O�G���P�L�Q�H���V�F�H�Q�D�U�L�R���O�R�F�D�W�H�G��
�L�Q�� �9�D�O�� �G�
�2�U���� �&�D�Q�D�G�D���� �7�K�H�� �L�P�S�R�U�W�H�G�� �P�L�Q�H�¶�V�� �Z�D�O�O�V�� �K�D�Y�H��
�V�R�P�H�� �S�U�R�W�U�X�V�L�R�Q�V�� �D�V�� �V�K�R�Z�Q�� �L�Q�� �)�L�J�� ������ �:�H�� �V�H�W�� �X�S�� �W�Z�R��
�V�F�H�Q�D�U�L�R�V�����Z�K�L�F�K���K�D�Y�H���W�K�H���V�D�P�H���K�H�L�J�K�W���D�Q�G���O�H�Q�J�W�K�����+������������
�P�����/�������������P�����E�X�W���Z�L�W�K���D���G�L�I�I�H�U�H�Q�W���Z�L�G�W�K�����Z���������������P�����Z����������
�P�����D�Q�G���Q�D�P�H�G���D�V���&�D�V�H���,���D�Q�G���&�D�V�H���,�,�������7�K�H���W�X�Q�Q�H�O���V�W�U�H�W�F�K�H�V��
�R�Y�H�U���D���O�H�Q�J�W�K���D�E�R�X�W�����������P���D�Q�G���L�W�
�V���E�U�R�N�H�Q���G�R�Z�Q���L�Q�W�R���W�Z�R��
�S�D�U�W�V���Z�L�W�K�����������P���O�H�Q�J�W�K���H�D�F�K�����D���/�2�6���S�D�U�W���D�Q�G���D���1�/�2�6���S�D�U�W��
�D�V�� �V�K�R�Z�Q�� �L�Q�� �)�L�J�� ������ �7�K�H�� �W�U�D�Q�V�P�L�W�W�L�Q�J�� �D�Q�G�� �U�H�F�H�L�Y�L�Q�J��
�D�Q�W�H�Q�Q�D�V���X�V�H�G�� �D�U�H�� �G�L�S�R�O�H�V�� �Z�K�L�F�K�� �D�U�H�� �Y�H�U�W�L�F�D�O�O�\�� �S�R�O�D�U�L�]�H�G��
�D�Q�G���X�V�H�V���D���Z�L�G�H���U�D�L�V�H�G���F�R�V�L�Q�H���S�X�O�V�H�����&�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�L�Q�J�O�\�����D������
�����V�H�S�D�U�D�W�L�R�Q���G�L�V�W�D�Q�F�H���P�X�V�W���E�H���W�D�N�H�Q���E�H�W�Z�H�H�Q���D�Q�W�H�Q�Q�D�V���W�R��
�H�Q�V�X�U�H���G�H�F�R�U�U�H�O�D�W�L�R�Q���E�H�W�Z�H�H�Q�� �W�K�H�� �V�X�E�F�K�D�Q�Q�H�O�V�����,�Q�G�H�H�G�����D��
�O�D�U�J�H�U�� �V�H�S�D�U�D�W�L�R�Q�� �Z�L�O�O�� �Q�R�W�� �Q�H�F�H�V�V�D�U�L�O�\�� �Z�R�U�N�� �I�R�U�� �W�K�L�V��
�G�L�V�W�D�Q�F�H�����,�Q���F�R�Q�W�U�D�V�W�����V�P�D�O�O�H�U���V�H�S�D�U�D�W�L�R�Q���Z�L�O�O���L�Q�F�U�H�D�V�H���W�K�H��
�F�R�U�U�H�O�D�W�L�R�Q���� �D�� �I�X�U�W�K�H�U�� �H�[�S�O�D�Q�D�W�L�R�Q�� �F�D�Q�� �E�H�� �I�R�X�Q�G�� �L�Q�� �>�����@����
�7�K�H�� �F�D�U�U�L�H�U�� �I�U�H�T�X�H�Q�F�\�� �X�V�H�G�� �L�V�� �������� �0�+�]���� �,�Q�� �)�L�J�� ������ �Z�H��
�S�O�D�F�H�G�� �W�K�H�� �W�U�D�Q�V�P�L�W�W�H�U�� �D�U�U�D�\�� �D�W�� �S�R�L�Q�W�� �$���� �D�Q�G�� �W�K�H�� �U�H�F�H�L�Y�H�U��
�S�R�L�Q�W�V���D�U�H���D�O�L�J�Q�H�G���D�O�R�Q�J���W�K�H���W�U�D�M�H�F�W�R�U�\���I�U�R�P���S�R�L�Q�W���$���W�R���%��
�Z�L�W�K�� �D�� �����P�H�W�H�U�� �V�H�S�D�U�D�W�L�R�Q�� �G�L�V�W�D�Q�F�H���� �$�F�F�R�U�G�L�Q�J�� �W�R�� �W�K�H��
�S�U�H�Y�L�R�X�V���H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O���Z�R�U�N���L�Q���>�����@���D�Q�G���>�����@�����L�W���K�D�V���E�H�H�Q��
�S�U�R�Y�H�G���W�K�D�W���D�O�L�J�Q�L�Q�J���W�K�H���D�Q�W�H�Q�Q�D���D�U�U�D�\���S�H�U�S�H�Q�G�L�F�X�O�D�U���W�R���W�K�H��
�W�X�Q�Q�H�O�� �D�[�L�V�� �Z�L�O�O�� �S�H�U�I�R�U�P�� �E�H�W�W�H�U�� �W�K�D�Q�� �R�W�K�H�U�� �R�U�L�H�Q�W�D�W�L�R�Q�V����
�+�H�Q�F�H���� �Z�H�� �D�G�R�S�W�� �W�K�L�V�� �R�U�L�H�Q�W�D�W�L�R�Q�� �L�Q�� �R�X�U�� �V�W�X�G�\���� �� �7�K�H��
�F�R�Q�I�L�J�X�U�D�W�L�R�Q���R�I���U�D�\���W�U�D�F�L�Q�J���F�D�O�F�X�O�D�W�L�R�Q���L�V���G�H�I�L�Q�H�G���W�R���X�V�H��
�Z�L�U�H�O�H�V�V�� �,�Q�6�L�W�H�¶�V�� �*�3�8�� �D�F�F�H�O�H�U�D�W�H�G�� �;���'�� �U�D�\�� �P�R�G�H�O���� �W�K�H��
�P�R�G�H�O�� �F�D�Q�� �K�D�Q�G�O�H�� �D�U�E�L�W�U�D�U�\�� �J�H�R�P�H�W�U�\�� �D�Q�G��
�W�U�D�Q�V�P�L�W�W�H�U�V���U�H�F�H�L�Y�H�U�V�� �D�W�� �D�Q�\�� �K�H�L�J�K�W���� �W�K�L�V�� �D�F�F�X�U�D�W�H�� �P�R�G�H�O��
�L�Q�F�O�X�G�H�V���U�H�I�O�H�F�W�L�R�Q�V�����W�U�D�Q�V�P�L�V�V�L�R�Q�V���D�Q�G���G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q�V���D�O�R�Q�J��
�Z�L�W�K�� �I�U�H�T�X�H�Q�F�\�� �G�H�S�H�Q�G�H�Q�W�� �D�W�P�R�V�S�K�H�U�L�F�� �D�E�V�R�U�S�W�L�R�Q����
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౮
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